.u,. Io.". -
Mathematit,
Betracdhtungen ber die Methode der

Eleinfien Quabdrate. )
Prolegomena aller tiefern mathematifden Natusforfdhung,

Lon Dr. RNirnberger,

-'%eun‘j ¢ine Kunft, cine MWiffenfchaft ober auch nur
eine Crfindbung irgend einer Urt faft quf Cinmal den
pochften Gipfel dber Bollfommenbeit erveidht, {o iff Nichtd
infercffanter , alé den geheimen Urfachen diefed ubers
vafdhenden Crfolged nadpgufpiiven. Die beobachtende
Aftronomie, in ihren neuefien Fortfchritten, ftellt cin
Deifpiel folcher fdhmelen Ausdbilbung dar; und da das
BVerfahren der Fleinfien Duadrate, angerwendet
auf bdie Dedingungdgleichungen Behufd gleichseitiger
Correction aller Clemente, weldyes unter den Mitteln
- jener fchnellen Bervollfommnung ecinen der erfien Plike
cinnimme , abnliche 'Unwendung auf dad ganje Sebict
dber Naturforfdhung, ode¢r viclmehr auf alle diejenigen
Falle [eidet, wo aud einer groferen Zabl von Beobs
adytungen, deren Refultat in Gleichungen gebracht ifty
auf die Gefese des Vorganges ald die Unbefannten
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biefer Gleichungen gefdhloffen twerden foll ¢ fo erfcheine
¢$ angemefient, gegenmdrtige, der ernfieren Nafurfors
fchumg geroidmete CSehrift durch eine mdglichft allges
meinfaBliche Darfiellung diefer vortrefflichen TNethode
su eroffnen. o

~ Man muf fich, um ecine deutliche Einfidht von
dbiefem, allerdingsd nicht leichten Rechnungsdverfahren ju
erlangen, fogleich an dasd allgemeine Verbaltnif erin-
neen, weldyed swifchen einer Angadhl unbefannter Srd-
fen und den fu  hree DVeffimmung gegebenen Gleis
chungen  befichen  fann:  endtoeder  nehmlich  find,
erfiend toeniger, ober greitens eben fo viel,
ober endlich drittend meh v Gleihungen, ald unbefaunte
Srofen vorhanden.  Im erfieren Falle iff dbas Pros
blem unbeffimme, im grociten beffimme, im drifs
fen mebhr ald beffimme,  CSind aber in diefern
fegtern Falle, mit dem wiv ¢8, unter der gleidh) fol
gendben Cinfchranfung, Hier alfein ju thun haben, bie
Gleichungen dbad Refultat von Beobachtungen; fo muf
¢8 fich, dba bdiefe Beobadhtungen doch nur auferft fela
ten gang oder gleich fcharf ausfallen fnnen, faft immer
ereignen, daf bdie baraud formirten, und alfo cud
nicht gang ubereinflimmenden Gleichungen, bei verfehies
bener Untoendung oder LVerbindung, auch imner ans
bere Werthe filr die Unbefannten liefern: und das
. Beefabren nun, durd) ecine ecigenthumliche
Behandlungsds und WVerbindbungsmweife
biefer fammelicdhen, gmar nicht vollfommes
ned, aber doch gleiched, grofed Jutrauen
verdienenden Gleichungen folche Mitcels
werthe.fic die Unbefannten ju finden,
burch bderen nacdhherige Subfiitution in
die Gleichungen, der Sefammebheit ders
felben ndher Gentige gethan wird, als
auf jedbem andern Wege, fo dbaf der, bei
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dber Bufammenzdhlung vecrbleibende Neft
bed Ungetilgten, abgefehen von den BVor-
geichen, ¢ein Klcinfied (im Sinne der Difs
ferentialredhnang) fep, beiff, ausd nadhher ju
entroicelnden Griinden, die Methode dber tieins
fien Quabdrate.

Gefest, um diefed durdy ein mdglichft dberfichts
lih gemwablted Deifpie! anfchaulidh ju maden, man
babe ausd Beobadhtungen ded vereinigten Crych-
niffed goeier, dem Werthe ihrer refpectiven Cin-
fliffe nach unbefannten Srdfen, wie ¢in foldher Fall
aus Dder beobachtenden Aftronomie jur Erlduterung
unfen Beigebracht mwerden toird, die dre i Sleidungen

< T ¥y = 4:
22+ y= T,
X.+3y: 12;

gefunbden, und ihnen die Geftalt
| x+ y— 4—=—0,
x+ 3y — 12 = 0,
gegeben; fo fdmme e8 nunmebr barauf an, filr x und
y auch wicflich folche numerifhe Werthe audjumit.
teln, durd) deren Cubftitution die Gleichungen entroe.
ber gang, ober, twenn Ddief twegen ihrer nidht voll-
fommnen Concordang unausfitbrbar iff, doch tvenig-
fiensg in der Gefammeheit fo nabe ald mdalich auf O
gebracht toerden.
2u dem €Eude flelle man fidh dag Problem ald
bereitd geldft vor, fo soirde alfo offenbar bdie Summe
ber, nady der Subftitution noch 1brig bleibenden Dif-
ferengen, die wir mit¢ D, D, und D" begeichnen wol-
len, bof alfo
x+ y=— 4—=0D,
A+t yoe— 7 =D,
x+ 3y — 12 — D",
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fdme, cin Kleinfied feypn midffen. - UMein, da man
hierbei dboch nochy nicht teif, ob nicht einige vondies
fen Differengen negativ feyn fonnten, wahrend an-
dere pofitio twdren, toraus eine blofe Compenfas
tion in ber Summe, flatt -grofemdalicher Verkleines
rung des8 Neal-Betrages entfiechen tourde, fo muf man
ferner aucdh Hled erft nodhy pofitiv madyen, rocldhes
befanntlich erlangt toird, indem man jede cingelne Dife
feren auf irgend eine gerade Poteng erhebt. - Hiergu
fdhit man al8 die fimpelfte und bequemfte jur Bes
gechnung, bag Quabdrat, und von diefem Umftande
fiihre dad Berfahren feinen Namen s btt %etbobc
ber fleinfien Quadrate.

€8 - mufte alfo, um jur Qae{tlmmung ber gefors
derten paffendfien Werthe fiir x und y ju gelangen,
die Summe D> + D' + D"?, b. h. der derfeiben
gleiche BDetrag

Ety—4H*t @xty—7)* +(x+3y—12)?

¢in RKleinfled  feyn, und vorfiehender Rechnungd-
‘audbruct nad) Mafgabe diefer Bedingung bebandelt
werden.  Die Differsntialrechnung in der Methode de
maximis et minimis 'fd)reif:t daju bel’anntlid) por:
“den AusddrucE fucce(fiv in Bejug auf eine der lUnbes
Tannten nach der andern, ju differentiiven, und ein jes
‘oe8 der foldhergeftalt erbaltenen Differentiale — 0 ju
fetsen,, wodurdy alfo fo viel Gleihungen alg Unbefannte
erhalten roerden, twelche lefitere Gleichungen biernddhft
“ferner nach dem gemwdhulichen Eliminations-BVerfahren
ju behandefn find, Wendet man diefe Vorfdrife auf
ben obigen alusorud an, fo mrbm alfo  die beiden
Gleichungen

2(xty—4)dx+2(2xty—7)2dx+2 (x +3y—12)dx—0,

20x+y—4) dy+2 (2x+y—7) dy 2 (x+3y —12)3dy =0,
und nach der Nebduction:
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“6x+ 6y — 30 =0
6x + 11y — 47 — 0
ert)alten, tworaus, auf den erfien Blick,
x == 1%, mnd y — 3% folgt. Dasd Darfel
fungd,Gefes diefer Gleichungen [aft fich,
wie man fiehbt, aud) durch die Vorfdhrife
augdriicEens alle Gliedber jeder der urs
foranglichen Sleidhungen fucceffio dburd
den Coefficienten der betreffenden Unbes
fannten in ibr, mit feinem Zeichen ge:
nommen, ju multipliciven, die Summen
dber Producte 3u madhen, uud jede diefer
Summen — 0 ju fepen.
Gubftituirt man  Hiernadyft die foldyergefialt ges

fundenen Werethe von x — 13 und y = 3%, in
die urfprﬁngllcf)m prei Gleichungen ; fo fémmt

X ‘l' y — 4= + 1, 2t

% T 3y — 12 — — %, baf alfo ber

gange ungetilofe Reft —— 13 betragt, wobei,
tie fid) nach dem Geifte der S)‘etbobe nunmebr von
felbft verfieht, die Worgcichen unbeachtet bleiben; —
und ¢ banbdelt fich jest nur nod) darum, audy aus
genfcheinlich gu zeigen, daf feine anbderiveite, die G-
fammtheit der Gleichungen umfafiende LVerbindbung cin
ndheres Refultat, foroohl fir das Gange ald (*Ssus:!ne,
gebe, -

Bur Erhaltung ciner folden anbertveiten Bers
bindbung BDehufd eined arithmetifchen Mitteld aber,
mifte man im vorliegenden Falle alle Combinationen
der drei Gleidhungen el gu groei madyen, die daraud
flieGenden refp. Werthe der Unbefannfen fummiren,
upd diefe Summen durdh) die Jahl der Combinatio=
uen, bier alfo durch 3, Ddividiren. Nun folgt aus
Werbindung der drei Gleichungen, und jmwar
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bonluub2,x....3, ¥ e 1
1uab 3, =0, y=— 4
2 lmb 3’ Bt 1?, Y 3-?-,
unb alfo im Durdfdhitt x — ¥ == 25%;

Die Opbftitution diefes neuen QBertI)e aber tolicde
| T Y= A==k 9y,

2t y— T == 1,
x+ 3y —12 = — 2, uad alfo
bie. eummc bed Ungetilgten : 2, (abermal8

abgefehen von ben Besd)en), um 12 gréfer ald oben,
geben

&3 ft alfo durch ben Q(ugtnfcf)cm bargethan, daf
die Methode der fleinfien Duadrate ju dem moglichit
nddhften Nefultate fiibre; und ein fernered geringed
RNachdenfen tber dasd vor ihr befolgte Berfabren jeigt
aufierdbem, baf fie bei Criviefung bdes Gefammerefuls
tates, gugleich jeber eingelnen Sleichung, obne cine
~ por ber andern gu begunfligen, dag, unter diefer Be-
bingung suldfige nidyfte Gendge leifiet, worauf ed,
Bei ber oben vorausgefesiten Natur diefer Gleichungen
¢ben anfam, Wdre endlich nur von einer cingigen
Unbefannten x die Rede, fiir weldhe wman mebrere

| e

") Der Umftand, daf die Werthe von x §n dDiefienm eins
telnen Salle, bei Dbeiden DWerfabrungdarten gleidy
gevatoett, ift sufdalligs man fieht aber daraus jugleidy,
baf er vorfommen Eanu, und d. Bf. Hat das gemabltc
Beifviel eben Ddedmwegen mehreven andern vorgesogerr.
Nod) mehr: ed ift fehy denfbar, Daf Fdle cintreten
Fonnen, wme Dad lenfere Werfabren uberbaupt diefels

. ben Revuitate aichr, aid die Methode der Fleinfren Qug-

| brate ; nur fann dajjelbe, abgefeben von der Jufdlligheit
diefes Crfolges, nie der Gefammibeit der Gleichungen
ein ndberes Gentiae thun. '
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verfchiedene Werthe a, a’, a” u. . 10, gefunden Hdtte,
ausd benen  alfo dad  arithmetifche ~SNittel genommen
toerden muf ; o jeigt Legendre in den Nou-
velles méthodes pour la déterminat. .des orbites
des cométes. - Paris 1800. S. 75., daf dicfes algs
bann nothroendige, genauefie Berfabren nicht tweniger
mit der Worfchrift unferer Methode ubereinftimmt,
inbem die alsbann entfichenden Yuddrice, (a —- x)*
( —x)*, (2" —x)* fiir bagd Minimum bi¢ Gleichung
(a —x) T (@—x)+ @ ~—x) =0, und alfo
a +a 4+ a”

X IS e gebert.
_ n

Um aber bieendchft, wie Eingangd bevorantwors
tet tworden ift, einen Fall aud der WirklichFeit, und
gwar aud ber beobadytendén Ufironomie, anjufiibren,
an weldiem die ganje practifcdhe Wichtigfeit - biefer vors
trefflichen SRefhode erfannt toerden mag; fo bdenke
man fich, bdaf BVerfchicdenheiten 3wifchen den Tafels
orfen und ben Beobachteten eined Himmeldtdrpers bes
merft toorden todren, tweldye auf Ungenauigfeiten- in
den Clementen jener Tafeln fdlieBen lieBen, und baf
diefe Verfchicdenheiten in einem Punfte bder BVabn
— v, in einem rocifen — v, und in einem dritfen
endlich —=v" fepen, Man will daraud bdie Clemente
berichtigen, weiff aber nodh) nicht, ob nur bei cinem,
ober ob bei allen, und um tvie viel bei einem jeden
‘gefeblt fep.  SMan nimme alfo eine unbefannte Sréfe
x, um weldye bei dem erfien €lemente, und eine fols
de y- an, um welde bey dem gwociten Clemente, da.
Bei fichen su Bleiben, gefeblt feyn fonnfe; befannt iff
aber fchon, daf 1 Minute Werthdverdnderung jeded
€lemented im erfien Punfee der BVabhn, ¢inen Cinflu
= a, herruhrend vom erfien, und — b, Herribhrend
vom gweiten Elemente, hervorbringt; im jtociten Puncte
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fepen diefe infliffea’ und b, und im dritten endlicdy
a’ und b”: fo geben dagegen refp. x und y Bees
dnderung vefp. ax und by Einfluf auf den erfien, a'x
wad by auf ben gweifen, und a’"x und b"y auf den
britten Punct der Babn, in welden, ald vereinigtes
Refultat diefer Cinfliffe, die refp. Werfchiedenheiten
v, v/ unb v’ beobadhtet tvorden find. SMan bat alfo
offenbar die brei Gleichungens

ax+by:"v;
ax + by = v, und
a'x T by == v,

toelche, nachdem man ihnen die Form:

ax + by —v — 0,
ax T by — v == 0, und
x 7 by — v =0,

gegeben Bat, genau mi€ unferm obigen numerifdhen
Deifpicle ubereinfiimmen, und genau eben fo behans
belt tverden milffen, um die verlangte gleichieitige
Corvection bder Elemente in foldher Are u bewvirfen,
dbaf bdabei feined derfelben tarfer ald ein anderes afs
ficict, und bie Werthoerdnderung fiir ein jedes alfo in
bitjenigen mdglichft engfien Grengen eingefchloffen werde,
welche fich jugleich mit der moglichft weit gctriebenen-
Ynnullicung der betreffenden Sleichungen im @ansmi
unb @mselnen nut ;rgenb bertragen :

| “WMan begreift, baﬁ bicfe IMethodbe in becf)er
oMWeife, ftatt groeier Clemente, auf meldhe wir uns dee
Ueberfichtlichleit toegen - $bew befdyranft Hatten, auf
alle Elemente, gleichroie auf alle dbnliche Fragen ans
getoendet mwerden fanti, und daf fie, mwabrfcheinlichers
meife, ein um fo genauered Nefultat gerwvdhren muf,
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jemehr. mglichft genaue Bedingungdgleichungen man
ibr auf Cinmal untervirft, —

Die CErfindbung diefed, dem menfchlichen Seifie
jur grofien Chre gereichenden fchweren Rechnungsdoers
fabrens, darf faft gleichseitig einem Deutfchen und eis
nem Jrangofen, unferem vortrefflidhen Gauf, und
pem Werfaffer der fdhon oben ermabhnten Schrift
Nouvelles méthodes pour la détermination des
orbites .des comeétes. Paris. 1806. 4. fegens
bre, beigemeffen werdben. Sauff verbreitet fidhy auss
fibelidy dardber in dér Theoria motus corporum
coelestium in sectionibus conicis solem ambien-
tium. Hamburgi. 1809. 4. S. 209 sq. jedbod)
(8. 221 gedachten Werfed) felbft cinvdumend : ,,Ce-
terum principium  nostrum, quo jam inde ab
anno 1795 usi sumus, nuper cliam a clar. Lie-
gendre in opere Nouvelles méthodes p. p.
prolatum est, ubi plures aliee proprietates hujus
principii expositae sunt*“ (wi¢ toir oben eine folche
Cigenthimlichfeit Hervorgehoben haben).  Spaterhin
bat ev noch eine cigene Schrift: Theoria combina-
tionis observationum erroribus minimis obnoxiz.
Geoettinge. 1823, 4. bariber an dag Ldyt freten
Taffen.  Yuferdbem befigt man eine gehaltreiche biefs
falfige Abbandlung von Paucder: Ueber diec Anmens
dung der Methode bder FHeinfien Duadrate. - Mitauw.
1819. 4. weldhe von Muncke im betreffenden Ars
tickel des neuen phpficalifchen Sepifons. Leipsig. 1825.
PB. 1. S. 902 sq. benut worden ift.  Vortrefflidy
find ferner die DBetrachtungen, welhe Laplace im
Essai philosophique sur les probabilités. 4t¢Huflag.
Paris 1819, 8. S, 94 sqq. dariber anfielr. YuFers
bem perdienen befondere BVeachtung die Darfiellungen
von Biot: Traité d’Astronomie physique. 2f¢
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Yufl. Parid 1811, 8, B. 2. €. 203 sq. und von
Piagsi: Ufronomie, Deutfch von Wefiphal. Berlin
1822. 8. B. 2. &, 127 sq. Populdr habe ich
den Gegenftand juerft behandelf, im Tiibinger Literat.
Blatte No.72 fur-1820; und der gegentwdartigen Ab-
handlung endlich mocdhte der Borsug gebiibhren, juerft ge-
geigt 3u baben, daf e allerdingd moglich iff, auf
einem andern Wege su den nebmlidhen Nefultaten
wie vermittefft der Methode der fleinfien Duadrate,
wenn gleich nie ju nabheren, su gelangen.
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